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A` PROPOS DES VARIE´TE´S DE PONCELET
JEAN VALLE`S
Re´sume´. On de´finit les varie´te´s de Poncelet. Celles-ci ge´ne´ralisent tre`s naturellement
les ce´le`bres courbes de Poncelet, qui, conforme´ment a` l’axiome d’Arnold, ne furent
pas introduites par Poncelet mais par Darboux. On montre ensuite qu’une surface
ge´ne´rale de degre´ ≥ 4 dans P3 n’est pas une surface de Poncelet mais, par contre,
que toutes les quadriques et toutes les cubiques lisses de P3 sont des surfaces de
Poncelet.
1. Introduction
La petite histoire des mathe´matiques croise souvent l’histoire plus rocambolesque des
livres scolaires. Marie Stuart fut de´capite´e pour son gouˆt du chiffre, gouˆt qu’elle acquit
a` la cour du roi Charles IX aupre`s de Vie`te, Pascal de´crit l’esprit ge´ome´trique pour
instruire les petits e´le`ves janse´nistes avant que Louis XIV ne condamne Port-Royal,
et, plus pre`s de nous, Poncelet, jeune lieutenant de la grande arme´e de Napole´on
posa les bases de la ge´ome´trie projective moderne dans une prison russe ou` il fut
retenu prisonnier apre`s la bataille de Krasnoie, bataille reste´e ce´le`bre car l’empereur
des franc¸ais re´ussit a` passer entre les mailles serre´es du filet tendu par Koutouzov. Dans
les Me´moires d’outre-tombe Chateaubriand (cf. [2], page 211, tome 2) relate l’e´pisode
avec emphase : “ Les hauteurs environnantes au pied desquelles marchait Napole´on, se
chargeaient d’artillerie et pouvaient a` chaque instant le foudroyer ; il y jette un coup
d’œil et dit : “Qu’un escadron de mes chasseurs s’en empare !” Les Russes n’avaient
qu’a` se laisser rouler en bas, leur masse l’euˆt e´crase´ ; mais, a` la vue de ce grand homme
et des de´bris de la garde serre´e en bataillon carre´, ils demeure`rent immobiles, comme
fascine´s : son regard arreˆta cent mille hommes sur les collines.”
Poncelet, quant a` lui, resta sur le champ de bataille, “[...] d’ou` il n’est sorti vivant
que par une faveur spe´ciale de Dieu, au milieu de ses chefs, de ses camarades tue´s ou
atteints de blessures, toutes mortelles dans ce pernicieux climat” (cf. [11], Pre´face), et
fut fait prisonnier le lendemain de la fuite de Napole´on.
Dans le manuscrit re´dige´ lors de son se´jour russe [11], il de´montre qu’une conique
n-circonscrite a` une conique lisse fixe´e lui est infiniment circonscrite. C’est le the´ore`me
appele´ the´ore`me de cloˆture. Quelques de´cennies plus tard, Darboux a montre´ qu’une
courbe de degre´ n− 1 passant par les (n2) sommets d’un polygone dont les n coˆte´s sont
tangents a` une conique lisse C passe par une infinite´ de sommets de tels polygones
(cf. [3], p. 248). C’est aussi dire que tout point de la courbe est le sommet d’une
configuration de n droites tangentes a` C. Ces courbes sont appele´es courbes de Poncelet.
Pour les varie´te´s de dimensions plus grandes introduites par Trautmann dans [12], et
que l’on rede´finit ci-dessous comme de´terminant de sections d’un certain fibre´ vectoriel
(voir la de´finition 1), le the´ore`me de Darboux ne s’applique plus ; plus pre´cise´ment, il
ne suffit plus de passer par les sommets d’un polytope (n − 1) tangents a` la courbe
rationnelle normale sous-jacente pour que chacun de ses points soit le sommet d’un tel
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Figure 1. Un quadrilate`re complet circonscrit et une cubique de Poncelet
polytope. On ve´rifie ci-dessous que pour qu’une hypersurface soit une hypersurface de
Poncelet, il lui faudra, passer par les sommets d’une infinite´ de dimension n−1 de tels
polytopes (voir la proposition 1).
L’espace projectif des courbes planes de degre´ n − 1 passant par les (n2) sommets
de n droites fixe´es est de dimension n − 1. La donne´e de n droites tangentes a` une
conique lisse e´quivaut a` la donne´e d’un diviseur de degre´ n sur P1. Sa dimension
projective est n. Enfin l’espace des coniques du plan est de dimension projective 5.
Ainsi un de´compte na¨ıf de dimension du sche´ma des courbes planes de degre´ n− 1 qui
sont de Poncelet donne (n − 1) + n + 5 = 2n + 4. Mais ce de´compte est faux d’apre`s
le the´ore`me de Darboux. On ve´rifie en effet que cette dimension est 2n + 3, ce qui
correspond au choix d’une conique (dimension 5) et d’un pinceau de formes binaires
de degre´ n (dimension de G(1, n) e´gale 2n− 2) sur cette conique. Ainsi, contrairement
aux cubiques planes et aux coniques (cf. [1], p. 90 et p. 85), la varie´te´ des quartiques de
Poncelet (appele´es quartiques de Lu¨roth) ne remplit pas l’espace des quartiques planes
et forme un diviseur. Morley a prouve´ que le degre´ de la sous-varie´te´ des quartiques
de Lu¨roth e´tait e´gal a` 54 (cf. [9]). Barth, dans son article fondateur sur les fibre´s
vectoriels de rang deux sur le plan (cite´ ci-dessus), montre que cette hypersurface est
l’image de l’espace de modules MP2(0, 4) (des faisceaux localement libres et semistables
de premie`re et seconde classes de Chern e´gales a` 0 et 4) par l’application qui a` un fibre´
associe sa courbe de droites de saut. Qui plus est, le degre´ de l’image est le nombre
de Donaldson 1 q13, ce qui accroˆıt encore l’inte´reˆt pour le diviseur des quartiques de
Lu¨roth. En effet, comme le morphisme de Barth est ge´ne´riquement injectif, ce degre´
co¨ıncide avec q13 (cf. [8] et [10], ainsi bien-suˆr que [9]).
Le meˆme proble`me se pose en dimension plus grande. A` un couple (Cn, f1∧· · ·∧fn))
forme´ d’une courbe rationnelle normale et de n formes binaires de degre´ n+k on associe
une hypersurface de Poncelet de degre´ k + 1 sur Pn. Un de´compte des dimensions
attendues montre que cette application ne peut pas eˆtre dominante pour n = 3 de`s
que k ≥ 3. Par contre elle peut l’eˆtre lorsque n = 3 pour k = 1 et k = 2. Et en effet, on
montre qu’elle l’est, plus pre´cise´ment, on montre qu’une surface quadrique quelconque
1. Ces nombres, et plus ge´ne´ralement les invariants de Donaldson, ont e´te´ introduits par Donaldson
lui-meˆme, en 1983, un an apre`s que la classification des varie´te´s topologiques compactes simplement
connexes de dimension 4 a e´te´ e´tablie par Freedman [5]. Donaldson, en introduisant ces invariants, a
montre´ qu’il existe des surfaces complexes lisses home´omorphes qui ne sont pas diffe´omorphes [4].
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ou une surface cubique lisse de P3 sont des surfaces de Poncelet (voir les the´ore`mes 2
et 3).
2. Ge´ne´ralite´s et notations
Soit V un espace vectoriel complexe de dimension 2. On note Si les espaces vectoriels
Symi(V ) (et S∨i = Sym
i(V ∨)) invariants sous l’action de SL(V). La multiplication des
formes binaires :
S∨n ⊗ S∨k −−−−→ S∨n+k
permet de de´finir deux fibre´s, dits de Schwarzenberger, Ek,n+k sur P(S∨k ) et En,n+k
sur P(S∨n ) ainsi que la varie´te´ des espaces line´aires N se´cants (avec N = inf(k, n) + 1)
a` la courbe Cn+k, image de P(V ) dans P(Sn+k) par le morphisme de Veronese. Les
fibre´s projectivise´s sont, pour l’un, l’e´clatement de P(Sn+k) le long de cette varie´te´
et pour l’autre, le mode`le lisse de cette varie´te´ de se´cantes, obtenu en l’e´clatant le
long de son lieu singulier. Tout ceci est connu et re´dige´ en plusieurs endroits (cf. par
exemple [7]).
Dans l’article [13] consacre´ aux fibre´s de Schwarzenberger, ces courbes sont
interpre´te´es comme des pinceaux de sections de ces fibre´s. C’est cette interpre´tation
que nous reprenons ci-dessous en la ge´ne´ralisant aux dimensions plus grandes.
Conside´rons le fibre´ de Schwarzenberger suivant :
0 −−−−→ Sk ⊗OP(S∨n )(−1) −−−−→ Sn+k ⊗OP(S∨n ) −−−−→ En,n+k −−−−→ 0.
Nous associons, a` un syste`me line´aire Λ =< f0, · · · , fr >⊂ Sn+k de dimension r+1 ≤ n,
un sous-sche´ma de P(S∨n ) de´fini par les e´quations f0∧· · ·∧fr = 0 (l’e´criture est abusive
mais nous l’expliciterons plus loin). En effet, comme H0(En,n+k) ∼= H0(OP1(n + k)),
les formes binaires fi s’interpre`tent comme des sections de En,n+k. Le diagramme
commutatif suivant l’explique :
Λ⊗OP(S∨n ) Λ⊗OP(S∨n )y y
0 −−−−→ Sk ⊗OP(S∨n )(−1) −−−−→ Sn+k ⊗OP(S∨n ) −−−−→ En,n+k −−−−→ 0∥∥∥ y y
0 −−−−→ Sk ⊗OP(S∨n )(−1) −−−−→
Sn+k
Λ ⊗OP(S∨n ) −−−−→ L −−−−→ 0.
Le faisceau L, de´fini sur P(S∨n ), cesse d’eˆtre localement libre le long de la sous-varie´te´
ferme´e d’e´quation f0 ∧ · · · ∧ fr = 0.
De´finition 1. Les varie´te´s de´finies par la donne´e de r ≤ n sections line´airement
inde´pendantes d’un fibre´ de Schwarzenberger En,n+k au dessus de P(S∨n ) sont appele´es
Varie´te´s de Poncelet.
Une section de En,n+k correspond a` la donne´e de n + k points sur la courbe ra-
tionnelle normale Cn+k et, par l’isomorphisme canonique Cn+k ' Cn ' P(S1), sur
la courbe rationnelle normale Cn ⊂ P(Sn) ; cette section s’annule le long des
(
n+k
n
)
points d’intersection de n hyperplans qui ont un contact d’ordre n − 1 avec Cn le
long de n points choisis parmi les n + k points. Ces varie´te´s de Poncelet sont ainsi
caracte´rise´es par le fait de passer par les sommets d’un polytope a` n+k faces ; celles-ci
sont des hyperplans tangents d’ordre n − 1 a` Cn. Le cas des courbes est bien connu
(cf. par exemple [3] et [12]). En dimension supe´rieure, hormis quelques lignes a` la fin
de l’article [12] et quelques exemples dans [7], elles n’ont pas e´te´ e´tudie´es.
4 JEAN VALLE`S
La proposition suivante ge´ne´ralise le the´ore`me de Darboux concernant les courbes.
Proposition 1. Une hypersurface de degre´ k+ 1 est une hypersurface de Poncelet sur
Pn si et seulement si elle contient une varie´te´ de Poncelet de codimension 2 de´finie
par (n− 1) sections line´airement inde´pendantes du fibre´ En,n+k.
De´monstration. Conside´rons le diagramme commutatif suivant :
On−1P(S∨n ) O
n−1
P(S∨n )y y
0 −−−−→ Sk ⊗OP(S∨n )(−1) −−−−→ Sn+k ⊗OP(S∨n ) −−−−→ En,n+k −−−−→ 0∥∥∥ y y
0 −−−−→ Sk ⊗OP(S∨n )(−1) −−−−→
Sn+k
Cn−1 ⊗OP(S∨n ) −−−−→ IX(k + 1) −−−−→ 0.
Le sche´ma X est de dimension n−2 et il est de´fini par n−1 sections inde´pendantes de
En,n+k. Une section non nulle de H
0(IX(k+1)), c’est-a`-dire une hypersurface de degre´
k + 1 passant par les sommets des n − 1 polytopes de´termine´s par les n − 1 sections,
provient d’une section supple´mentaire de En,n+k. En effet cela re´sulte de la surjectivite´
de l’application
H0(En,n+k)→ H0(IX(k + 1)).
L’hypersurface est alors de´finie par n sections, autrement dit, son e´quation est le
de´terminant de ces n sections. 
3. Surfaces de Poncelet
Les cubiques planes sont toutes de Poncelet tandis que les quartiques planes de
Poncelet ne forment qu’un diviseur. Plus ge´ne´ralement, les courbes de Poncelet de
degre´ k forment une sous-varie´te´ de dimension 2(k+ 1) + 3 de l’espace des courbes de
degre´ k. Pour les hypersurfaces de Poncelet de Pn de degre´ k la dimension attendue
est
dimG(k, n+ k − 1) + dimPGL(n+ 1)
PGL(2)
.
Ainsi la dimension attendue des surfaces de Poncelet de degre´ k est 3k + 12. Ce qui
fait 18 pour les quadriques, 21 pour les cubiques, 24 pour les quartiques. L’espace de
toutes les quadriques et de dimension 9, celui des cubiques de dimension 19 et celui
des quartiques 34. Pour k ≥ 4, pour des raisons e´videntes de dimension, une surface de
degre´ k ge´ne´rale n’est pas de Poncelet. Par contre on attend a priori que toute surface
quadrique et toute surface cubique soient de Poncelet (et plutoˆt deux fois qu’une).
C’est ce que nous ve´rifions maintenant.
Le cas des quadriques est e´le´mentaire.
The´ore`me 2. Toute quadrique de P3 est une quadrique de Poncelet.
De´monstration. Une quadrique de Poncelet est une section du fibre´ de Schwarzenberger
de´fini par la suite exacte :
0 −−−−→ S1 ⊗OP(S∨3 )(−1)
M−−−−→ S4 ⊗OP(S∨3 ) −−−−→ E3,4 −−−−→ 0.
Quitte a` noter P(S3) = proj(C[x0, x1, x2, x3]) la matrice M est bien de´crite :
M =

x0 0
x1 x0
x2 x1
x3 x2
0 x3
 .
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Les mineurs
∣∣∣∣ x1 x0x3 x2
∣∣∣∣, ∣∣∣∣ x1 x0x2 x1
∣∣∣∣, ∣∣∣∣ x1 x00 x3
∣∣∣∣ et ∣∣∣∣ x0 0x1 x0
∣∣∣∣ extraits de M de´finissent
des quadriques de rangs respectivement e´gaux a` 4, 3, 2 et 1. 
Le cas des cubiques est un peu plus difficile.
The´ore`me 3. Toute surface cubique lisse de P3 est une surface de Poncelet.
Remarque 1. Il est certainement inte´ressant de de´terminer les cubiques singulie`res
qui ne sont pas de Poncelet. Par exemple, je pense que trois plans posse´dant une droite
commune ne sont pas une surface de Poncelet.
De´monstration. Soit S une surface cubique lisse. Elle contient 27 droites exactement et
on peut en choisir 6 droites parmi elles qui soient deux a` deux disjointes. En contractant
ces 6 droites on obtient un P2 et chacune des 6 droites a pour image un point ; de plus
les 6 points ainsi obtenus, que l’on note Z, sont en position ge´ne´rale.
C’est classique. Les six points Z (et meˆme le double six) et la surface cubique S
proviennent d’un meˆme 3-tenseur φ ∈ A ⊗ B ⊗ C avec dimC(A) = dimC(B) = 3 et
dimC(C) = 4. Sur P(C) = P3, ce tenseur devient une matrice de formes line´aires
A∨ ⊗OP(C)(−1) φ−−−−→ B ⊗OP(C),
dont le de´terminant est une e´quation de S. Sur P(B) = P2, ce meˆme tenseur devient
une matrice de formes line´aires
A∨ ⊗OP(B)(−1) φ−−−−→ C ⊗OP(B),
dont les mineurs maximaux engendrent H0(IZ(3)), ou` IZ est l’ide´al des six points.
L’e´clatement du plan le long de Z, a` savoir P(IZ(3)) ⊂ P(B)× P(C), s’envoie isomor-
phiquement sur S par la seconde projection.
Pour montrer que S est une surface de Poncelet, il suffit de montrer que S est de´finie
par un tenseur φ ∈ S2 ⊗ S3 ⊗ (S5A )∨ ou` A = C3 est un sous espace vectoriel de S5.
Remarquons tout d’abord que si l’on conside`re le groupe de 6 points Z associe´s au
tenseur :
0 −−−−→ S2 ⊗OP(S5
A
)
(−1) −−−−→ S3 ⊗OP(S5
A
)
−−−−→ IZ(3) −−−−→ 0,
la matrice des relations est persyme´trique (ou de Haenkel). En effet, c’est la restriction
a` P(S5A ) de la matrice persyme´trique canonique (cf. par exemple [6]) de dimension 3×4
sur P(S5).
Re´ciproquement une matrice 3 × 4 persyme´trique de formes line´aires sur P2 est
toujours la restriction de la matrice persyme´trique canonique sur P5 (puisque de`s que
les nombres de lignes et de colonnes sont fixe´s, il n’existe qu’une seule matrice per-
syme´trique ge´ne´rique). Or les mineurs 2× 2 de cette matrice persyme´trique ge´ne´rique
de´finissent une quintique rationnelle normale C5 ⊂ P5, et via l’association de´crite
ci-dessus, une surface cubique de Poncelet. Le the´ore`me sera donc prouve´ lorsque le
lemme suivant le sera.
Lemme 1. Six points en position line´aire ge´ne´rale sont re´solus par une matrice per-
syme´trique.
De´monstration du lemme. Conside´rons six points en position ge´ne´rale sur le plan. Le
syste`me line´aire des courbes de degre´ 5 passant doublement par chacun des points a
dimension projective 2 ((21 − 6 × 3) − 1). Une courbe ge´ne´rale Γ5 de ce syste`me est
lisse hors des points bases et elle a genre 0. Elle est donc la projection d’une quintique
rationnelle lisse de C5 ⊂ P5 sur la quintique Γ5 ⊂ P2 = P(A∨). En notant Si l’ensemble
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des formes binaires de degre´ i sur C5 ' P1, on a C5 ⊂ P(S5) et il existe un sous espace
vectoriel A ⊂ S5 de dimension 3 qui de´finit le centre de projection. Plus pre´cise´ment,
la suite exacte suivante d’espaces vectoriels :
0 −−−−→ A −−−−→ S5 −−−−→ S5A −−−−→ 0,
induit la morphisme de projection : pi : P(S5)\P(S5A )→ P(A∨). La projection restreinte
pi|C5 : C5 −→ Γ5 est ramifie´e au-dessus des six points doubles de Γ5. (Les 6 points
doubles de la projection sont les images des 6 points d’intersection de P(S5A ) avec la
varie´te´ des droites bise´cantes a` C5.) Les points doubles de la quintique Γ5 sont de´finis
par le lieu de de´ge´ne´rescence de la matrice de multiplication (par un e´le´ment variable de
S2) de S3 dans
S5
A , ou encore un tenseur dans S2⊗S3⊗(S5A )∨. Il est persyme´trique. 
Reprise de la de´monstration du the´ore`me. Le tenseur S2⊗S3⊗ (S5A )∨ de´finit aussi la
surface cubique S ⊂ P(S3) (plus exactement un faisceau LS de rang 1 sur S) associe´e
aux six points, ainsi que le fibre´ de Schwarzenberger dont elle est le de´terminant de
trois sections inde´pendantes, comme le montre le diagramme commutatif suivant :
A⊗OP(S∨3 ) A⊗OP(S∨3 )y y
0 −−−−→ S2 ⊗OP(S∨3 )(−1) −−−−→ S5 ⊗OP(S∨3 ) −−−−→ E3,5 −−−−→ 0
=
y y y
0 −−−−→ S2 ⊗OP(S∨3 )(−1) −−−−→ S5A ⊗OP(S∨3 ) −−−−→ LS −−−−→ 0.

Remarque 2. Pour e´tablir ce dernier the´ore`me, on peut aussi montrer que la surface
cubique S contient une courbe de Poncelet de genre 3 et de degre´ 6. Cette courbe est
le plongement dans P3 d’une quartique plane lisse ; est-elle une quartique spe´ciale, une
quartique de Poncelet par exemple ?
Je remercie le rapporteur anonyme pour cette dernie`re remarque et Laurent Gruson
qui m’a donne´ la preuve du lemme 1.
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